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Ch.10 EXEMPLES DE LOIS A DENSITE

Tale STI2D

Partie A (s»)

L’étude des phénomeénes aléatoires a commencé avec I’étude des jeux de
hasard. Ces premiéres approches sont des phénoménes discrets, c’est-a-
dire dont le nombre de résultats possibles est fini ou dénombrable. De
nombreuses questions ont cependant fait apparaitre des lois dont le sup-
port est un intervalle tout entier.

Certains phénoménes aménent a une loi uniforme, d’autres da la loi ex-
ponentielle. Mais la loi la plus « présente » dans notre environnement
est sans doute la loi normale : les prémices de la compréhension de cette
loi de probabilité commencent avec Galilée lorsqu’il s’intéresse a un jeu
de dé, notamment da la somme des points lors du lancer de trois dés.
La question particuliere sur laquelle Galilée se penche est : Pourquoi la
somme 10 semble se présenter plus fréquemment que 9% Il publie une
solution en 1618 en faisant un décompte des différents cas. Par la suite,
Jacques Bernouilli, puis Abraham de Moivre fait apparaitre la loi nor-
male comme loi limite de la loi binomiale, au XVIII¢ siécle. Pierre-Simon
Laplace et Friedrich Gauss poursuivront leurs travauz dans ce sens.

Les lois étudiées jusqu’a présent (bernouilli, binomiale) sont des lois « discretes ».

Dans ce chapitre, on s’intéresse & des lois « continues », c’est-a dire pour lesquelles
la variable aléatoire peut prendre toutes les valeurs d’un intervalle, on les appelle

lois a densité.

Loi uniforme sur |a, b

Définition

—~{ Définition 1.

on note X ~U [a,b]

Soit [a,b] un intervalle de R. On dit que la variable aléatoire X suit une loi
uniforme sur [a,b] si pour tout intervalle I = [¢,d] inclus dans [a,b],
la probabilité de I’événement « X € I » est l'aire du rectangle délimité par

1
la droite d’équation y = T I’axe des abscisses et les droites d’équations

x = c et x = d. On peut donc écrire aussi :

d
P(chgd):/Cf(t)dt avee  f(t) = —

[ est appelée densité de la loi uniforme sur [a,b].

d d
Onaalors/ ! dt:{ t } = d __c
c b b—a

—a ¢ b—a b-a
EtP(X=¢)=P(c<X <¢)=0.
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Proriété 2.
Si une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur [a,b], alors

d—c
b—a

Ple< X <d)=

Remarque 3
Pour toute loi continue, pour tout réel ¢, P(X = c¢) =0, donc :
Pe<X<d)=Plce<X<d)=P(c<X<d)=Ple< X <d).

Représentation graphique :

1
il ERRRRRRRR A
I
I
I

on a | 1

) Bic < X <dii |

Pla< X <b)=1 | b—a
I
I
y

0) a c d b
-—————— ->
d—c

Cas d’utilisations de la loi uniforme : cette loi modélise un phénomene uniforme
sur un intervalle donné. La notion d’uniformité vient du fait que la probabilité qu'une
valeur tirée d’une loi uniforme soit dans un certain intervalle ne dépend pas de la
position de l'intervalle, mais uniquement de sa longueur.

On l'utilise généralement lorsque la situation se ramene a choisir au hasard un réel
dans un intervalle [a,b].

Exemple 4

A Tarrét de bus des papangues, un bus passe toutes les 10 minutes. Un voyageur ignore les
horaires et arrive a cet arrét de bus. Quelle est la probabilité d’attendre le bus exactement
3 minutes ? entre 2 et 4 minutes ? plus de 5 minutes ?

On note T la variable aléatoire représentant le temps d’attente, en minutes. On suppose que
T suit la loi uniforme U4[0;10].

3 3
1 _
QP(3§T§3):/ dt:|:i:| u_g_o;
3

10—0 0], 10 10
4 4
1 1-2 2
oP(2§T§4):/ LY VR U e Y
, 10—0 10/, 10 10
P =1 P e PT>5)=1-PT<5) =1-— =2 —0,5
= 010

8 L’instruction « nombre aléatoire » d’un logiciel ou d’une calculatrice
permet de modéliser une loi uniforme sur [a,b].

Syntaxes pour obtenir un nombre au hasard entre 0 et 1 :

tableur TI casio AlgoBox Python
ALEAQ) NbrAléat Ran# random () random ()

En anglais, random

stgnifie « hasard »

Pour obtenir un nombre entre a et b, on utilise la syntaxe =ALEA( )*(b-a)+a
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n

S

1=1

cas discrét :

i P(X = )

B(X))P(X = ) V(X):/ (t — B(X))2f(t) dt

E(X) correspond au

centre de

lintervalle

Espérance et variance

—~ Définition 5. N

Soit X une variable aléatoire de densité f sur [a,b], on appelle espérance
de X le réel, noté F(X) défini par

B(X) = /abtf(t) dt

on appelle variance de X le réel, V(X)) défini par

b

L’espérance est une valeur numérique permettant d’évaluer le résultat moyen d’une
expérience aléatoire.
L’écart-type o correspond a la racine carrée de la variance : o(X) = /V(X).

Si X ~U[a,b], Vespérance E(X) et la variance o(X) sont donnés par :

a —a2
E(X) = ‘2”’ V(X):%

Démonstrg_ltions : , )
1 a-+b 1
E(X) = t dt V(X)= t— dt
(X) /a Xb—a (X) /a( 2 ) Xb—a

1

1 [e)” 1 1<t a+b>3b
Cb—a |2 b—a |3 2

a

a

n(mn) w6 )

b—a)(b+a 1
- 2(b)£a) : _24(b—a)x((b_“)3_(“_b)3)
a+b o
=3 24(b—a)x(b_a)3
= & x (b—ay

Exemple 7

L’attente moyenne de notre voyageur a ’arrét de bus des papangues, sera de :

0+10
E(T) = o 5 minutes.
1
L’écart-type o(X) = 13 X (10 — 0) = 1,67 nous informe sur la maniére dont les temps

d’attente se répartissent autour de la moyenne.
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Loi exponentielle

on note

X ~E(N)

Définition

—~ Définition 8. <

Soit A un réel strictement positif. On dit que la variable aléatoire X a valeurs
dans [0; 400 [ suit la loi exponentielle de parameétre A, si pour tous réels
cet ddans [0;4o00[, on a :

d —At it >
Pesx<d= [ fOa ave f(t>={Aeo o

f est appelée densité de la loi exponentielle de parameétre \.

Représentation graphique :

Ric < X <{d)

0) c d

d d

On a alors / e Mdt = [—ef)‘t} = N M,
c C

Donc, P(X <t) =P0< X <t)=1—e.

Une variable aléatoire X & valeurs dans RT suit la loi exponentielle de
parametre \ si, et seulement si, pour tout ¢ > 0,

PX<t)=1—eH

Cas d’utilisations de la loi exponentielle : une loi exponentielle modélise la
durée de vie d'un phénomene sans mémoire, ou sans vieillissement, ou sans usure.
En d’autres termes, le fait que le phénomene ait duré pendant un temps t ne change
rien a son espérance de vie a partir du temps t.

Elle permet entre autres de modéliser la durée de vie de la radioactivité ou d'un
composant électronique, de décrire le temps écoulé entre deux moments. . .
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Exemple 10
La durée de vie, en heures, d’'un composant électronique est une variable aléatoire T" qui suit
une loi exponentielle de parametre 0,00005.
On détermine la probabilité que ce composant tombe en panne avant 10 000 heures, qu’il
fonctionne au moins 15 000 heures, et qu’il tombe en panne entre la 10 000° heure et la
15 000° heure :
e P(T < 10000) = P(T < 10000) = 1 — e~9,00005x10000 — ( 40,
e P(T >15000) =1 — P(T < 15000) = 1 — (1 — e~ 9:00005x15000) — (47,
P(a<T <b)=
P(T < ])”, P(1 \)« ) e P(10000 < T < 15000) = P(T < 15000) — P(T < 10000) = 0,47 — 0,40 = 0, 07.

Espérance

r—(Déﬁnition 11.) <

L’espérance E(X) d’une variable aléatoire X suivant une loi exponentielle
de parametre A\ est donnée par :

EX)= lim [ tf@)dt

z—+00 Jq

Proriété 12.

Si X suit une loi exponentielle de parameétre A, 'espérance E(X) est :

Exemple 13 e
On reprend 'exemple 10 précédent, on calcule :
EX)=———=2 .
(X) 0, 00005 0000

On peut donc en conclure que la durée de vie moyenne du composant électronique est de
20 000 heures.
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