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Partie A (ss)

Le produit scalaire apparait assez tard dans [’histoire des
mathématiques. On en trouve trace chez Hamilton en 1843
lorsqu’il crée le corps des quaternions. Peano le définit as-
socié a un calcul d’aire ou de déterminant. Marcolongo et
Burali-Forti le définissent a l'aide du cosinus d’un angle
et lui donnent le nom de produit intérieur ou produit sca-
laire.

C’est un outil puissant de simplification d’expressions tri-
gonométriques dont les applications sont trés nombreuses.
En particulier, elle est utilisée en astronomie et en navi-
gation avec notamment la technique de triangulation (tech-
nique utilisée par les scientifiques frangais Méchain et De-
lambre d la fin du XVIII® siécle afin de définir le métre).
On a retrouve également en sciences physiques, élécticité,
économie, sciences naturelles, médecine. . ..

Rappels de premiere

Produit scalaire par normes et angle

—~ Définition 1.

Si U ou/et U est Soit i et ¥ deux vecteurs non nuls du plan.
nul, .V =0 Le produit scalaire de 7 et ¥ est le nombre réel défini par :

U = ||| x || V]| x cos(W, V)

=

Exemple 2 e

On considere les vecteurs @ et ¥ suivants dans un repere orthonormé. Déterminons U
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o |[W]|=4

o |V =V32+37=3V2

[} (7,7):45011

o« WUV :4x3\/§xcos(g)

2
=122 x %
=12.
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Produit scalaire par projection orthogonale

—~{ Proriété 3. \

Soient deux points A et B, et H le projeté orthogonal de B sur (OA), alors :

— ? OA x OH si Ei et Oﬁ sont de méme sens
OA.OB = el
—0OA xOH siOA et Oﬁ sont de sens contraire

(" B

Exemple 4 3 =S4 . ... . ..... .....
On reprend l'exemple précédent : : : :
o4 [

. - I

oOnposeW:O—/iet?:O? : : I

— — : : |
OA et OH sont de 07.7:OA><0H Ty N
e sens —4x3=12 S
meéme sens x 3 : : g A
=12 0 —— |
4

Expression analytique du produit scalaire

On se place dans un repére orthonormé du plan (O; 7; 7)

— Définition 5. \

/

Soient o (;) et U (3) deux vecteurs du plan, le produit scalaire de U

et de ¥ le réel défini par :

U = za! aF yy'

. J

Exemple 6

On considere toujours les vecteurs U et U suivants :

s L. o o i e le vecteur @ a pour coordonnées :
: : : : - (4.
: : : : 0/’

4.0 - S “ e -

2 : v : : : o le vecteur U a pour coordonnées :
: : : : 3

1,,.. ..... 7(3)7
: U e leur produit scalaire vaut :

0 1 % % 1 UT =4x3+0x3=12.
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Lien produit scalaire-trigonométrie
Soit C, le cercle trigonométrique de centre O muni d’un repere (O; _z>; 7)

un cercle
trigonométrique a
pour rayon 1, donc

OA=0B =1

b
A (C.OS a) et B (C.OS ) sont deux points de ce cercle.
sina sinb

On cherche un lien entre cos(a — b) et le cosinus et le sinus de a et de b.

—F A Ona_d;unepart: N
sma . OB.OA = OB x OA x cos(OB; OA)
sinb k- 6‘:*—"6_ B @.ﬁzlxlxcos(a—b)
|
a7 ! Et d’autre part :
b, : @] .O—1>4:x X T=— + Yy X Y=
0 coSa cos O? OA O? OA

@.ﬁ:cosbx cosa+sinb X sina

D’ou :

cos(a — b) = cosacosb + sinasinb

Vers la linéarisation

T +—> cosT est paire

T +— sinx est tmpaire

™ .
COS — xr = Smx
2

b) = cosb et
b) =

cos(

sin( sin b

sin(a + b) =

sin a cos a+cos a sin a

http://mathematiques.daval.free.fr

Formules d’addition

Gréace au produit scalaire et aux propriétés des sinus et cosinus, on obtient finalement
les formules d’addition suivantes :

cos(a —b) = cosacosb+sinasinb ;
sin(a — b) =sinacosb —cosasinb ;

cos(a + b) = cosacosb — sinasinb
sin(a + b) = sina cos b + cos asin b

Un exemple de démonstration :
cos(a +b) = cos(a — (—b))
= cos a cos(—b) + sin asin(—b)
= cosacosb —sinasinb

Exemple 8

T T 7 . 7T
En remarquant que — = — + —, on peut calculer la valeur exacte de sin [ — | :
12 3 4 12
. T N . (7r+7r
sin | 75 = sin(g+7
o5 en () o () ()
= sin{g)cos{ cos {3 ) sin {4
V3 V2 1 V2
= — X—+4 =X —
2 2 2 2
2
= %mm
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2 .2
cos“a+sin“a =1

cos(2a) = 2cos?a—1

wxMaxima :

trigreduce
(4% (sin(3*x))A2) ;
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Formules de duplication

En choisissant b = a, on obtient les formules de duplication :

Proriété 9.

sin(2a) = 2sinacosa
cos(2a) = cos? 2

a—sin2a =2cos?a—1=1-2sina

Un exemple de démonstration :
cos(2a) = cos(a + a)
= cosacosa —sinasina

= cos?a —sin?a

=cos?a — (1 — cos?a)
=2cos?a—1
<=

Exemple 10 e

i
En remarquant que 2 x —

8

cos (2 X E) = 2 cos? (E) -1
8 8
<= cos (%) = 2cos? (g) -1
2
= \/7_ = 2cos? (g) -1

<:>COS2(E)§+1
8/ 2

s cos (T) = Y212

= g, calculons la valeur exacte de cos (g) :

Linéarisation

Linéariser une fonction trigonométrique, c’est la transformer en une combinaison
linéaire de cos(kz) et sin(kz), k avec k un nombre réel.

Lorsque la fonction est du second degré, on utilise les formules de linéarisation
suivantes :

Proriété 11.

1 — cos2a

cos“q = —— et sin“a =

Exemple 12
La linéarisation de 4 sin®(3x) est 4 x

Do, 4sin?(3z) = 2(1 — cos 6z).

1 —cos(2 x 3x)
2
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