Premiere spécialité/Concours olympiades

Plus de 40 exercices réservés aux professeurs: utilisez-votre identifiant pour y accéder

1. Appréhender une nouvelle définition :

le e A

Un entier naturel non nul est un nombre Harshad s’il est di-
visible par la somme de ses chiffres.

Par exemple, n=24 est un nombre Harshad car la somme de
ses chiffres est 24+4=6, et 24 est bien divisible par 6.

Exercice 1

1. (a.) Montrer que 364 est un nombre de Harshad.

2. Arithmétique :

Exercice2 [ @& =) m

1. (a.) En partant de 12589 et en comptant de 29 en 29,
peut-on atteindre le nombre 12 7057

b.) En partant de 1485 et en comptant de 29 en 29, peut-
on atteindre le nombre 3101907
Expliquer votre démarche.

3. Equations et algebre :

Exercice3 [ & @ m

Calculer la somme suivante sans utiliser la calculatrice:

4. Géométrie :

Exerciced || & 2 A

A et B sont deux points d’un cercle de centre O et de rayon
5 tels que AB=6.

Le carré PQRS est inscrit dans le secteur angulaire OAB de
sorte que:

5. Géométrie et algebre :

Exercice5 [ & =) A
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(+3 exercices pour les enseignants)

b.) Quel est le plus petit entier qui ne soit pas un nombre
Harshad?

2. (a.) Donner un nombre Harshad de 4 chiffres.

b.) Soit n un entier non nul. Donner un nombre Harshad
de n chiffres.

(+4 exercices pour les enseignants)

2. Quel est le plus petit entier positif & partir duquel, en
comptant de 29 en 29, on peut atteindre 20137

3. Existe-t-il des entiers positifs inférieurs a 2013 & partir
desquels il est possible d’atteindre ce nombre aussi bien
en comptant de 29 en 29 qu’en comptant de 31 en 317
Si oui, les trouver tous.

(+1 exercice pour les enseignants)

(17 =22 =32 +4%) + (52 =6 — 7° + 82)
+ (92 — 102 — 112 + 12?)
+ -+ + (20092 — 20102 — 20112 + 20122)

(+4 exercices pour les enseignants)

® P est sur le rayon [OA];
® S est sur le rayon [OB];
® () et R sont deux points de I'arc de cercle reliant A et B.

1. Faire une figure correspondant & la situation proposée.

2. Calculer l'aire du carré PQRS.

(+3 exercices pour les enseignants)

Rappel: Aire d’un trapéze nLu
s (B+b)xh 4
2 h

A4
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Une pizza rectangulaire ABCD comporte de la croiite sur
deux cotés consécutifs, [DA] et [AB]. On cherche com-
ment partager la pizza en trois morceaux équitables:
chaque part doit avoir la méme longueur de croitite et la méme
aire.

Dans chaque situation, on fixe la longueur du petit coté
AD=1.

1. Dans le cas particulier ci- D FH C
contre, on suppose que le P
partage réalisé est équitable. /,/'/ ,,'/

Quelle est la longueur AB? e ,,"
Déterminer les longueurs: A el B

DF, FH et HC.

6. Probabilité :

Exercice6 [ &€ @ m

Un dé tétraédrique comporte quatre
faces comme le dé représenté ci-contre.
Lorsqu’on jette un tel dé, le résultat est
le nombre inscrit au plus prés de la base
tétraédre. Dans notre exemple, le dé té-
traédrique est tombé sur la face 4.

Antoine, Baptiste, Cyril et Diane jouent avec quatre dés
tétraédriques réguliers et équilibrés mais qui ne sont pas
numérotés de facon habituelle. Ainsi, le dé d’Antoine compte
quatre faces numérotées 1, 6, 6 et 6. Avec ce dé, le nom-

bre 1 est obtenu avec la probabilité i et le nombre 6 avec la
probabilité %

® Le dé de Baptiste est numéroté 4, 4, 5 et 5;

® celui de Cyril 3, 3, 3 et 8;

® et enfin, celui de dianne 2, 2, 7 et 7.

1. Chaque joueur jette ce dé tétraédrique une fois. Qui a le

7. Annales toutes séries :

Exercice7 [ & @ m

On dit qu’un nombre entier est digisible lorsque les trois con-
ditions suivantes sont vérifiées:

® aucun de ses chiffres n’est nul;
® il s’écrit avec des chiffres tous différents;
® il est divisible par chacun d’eux.

Par exemple,
® 24 est digisible car il est divisible par 2 et par 4.

® 324 est digisible car il est divisible par 3, par 2 et par 4.
® 32 n’est pas digisible car il n’est pas divisible par 3.

On rappelle qu'un nombre entier est divisible par 3 si, et
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2. On généralise la situation en posant AB=L (et en sup-
posant toujours que AD=1).
Déterminer, pour chaque situation ci-dessous, les
longueurs utiles permettant de découper équitablement
la pizza.

D F o c D

A FE G B A G B
situation 1 : L>2 situation 2 : L<2

(+1 exercice pour les enseignants)

plus de chances d’obtenir un nombre supérieur ou égal a
67

2. Les joueurs commencent une série de duels: Antoine joue
contre Baptiste, Baptiste joue contre Cyril, Cyril joue
contre Diane, Diane joue contre Antoine. Le gagnant de
chaque duel est le joueur qui a obtenu le résultat le plus
élevé.

a.) Montrer que dans le premier duel Antoine gagne contre

3
Baptiste avec une probabilité de T

b.) Donner les probabilités de gain des joueurs dans les
trois autres duels.

3. Antoine, Baptiste, Cyril et Diane jettent simultanément
leur dé. Celui des quatre joueurs qui obtient le plus grand
nombre gagne.

a.) Montrer que la probabilité que Baptiste gagne est égale
.3
a 33

b.) Qui a le plus de chances de gagner ce jeu?

(+4 exercices pour les enseignants)

seulement si, la somme de ses chiffres est divisible par 3.
1. Proposer un autre nombre digisible & deux chiffres.

2. (a.) Donner tous les diviseurs a un chiffre du nombre
1000.

b.) En déduire un nombre digisible a quatre chiffres.
3. Soit n un entier digisible s’écrivant avec un 5.
a.) Démontrer que 5 est le chiffre de ses unités.
b.) Démontrer que tous les chiffres de n sont impairs.
c.) Démontrer que n s’écrit avec au plus quatre chiffres.

d.) Déterminer le plus grand entier digisible s’écrivant avec
un 5.
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8. Annales série S :

Exercice8 [} @& =) A

Pierre et sa fille Eloise se proménent sur une route horizon-
tale. En un point R, cette route descend faisant un angle 6
de 5° avec 'horizontal (voir figure)

E R\K

Eloise, dont les yeux sont & 1,6 métre du sol, s’arréte en un
point F, a 24 métres du point R.

Son pére continuant & marcher, passe devant le point R puis
s’engage dans la partie en pente de la route.

1. Quand il se trouve & 86 métres de R, il disparait des yeux
de sa fille.
Déterminer la hauteur de Pierre.

2. Dans la partie en pente de la route, des poteaux d’une

9. Annales séries autres que S :

Exerciced [ @ @ A

Les sextuplés de M et Mme Logic sont dans la méme classe
de 2vde,

A la fin de la journée au cours de laquelle ils ont eu un con-
trole de mathématiques, ils rentrent chez eux et présentent
4 leurs parents les réponses qu’ils ont fournies aux diverses
questions

Alix | Bea | Carol | DEF | Emile | Felix
Question 1| 150 700 150 100 700 150
Question 2| 103 101 101 101 103 35
Question 3| 101 732 107 101 101 107
Question 4| 34 125 216 28 34 34

Question 5| 216 216 27 55 25 103

“Papa, peux-tu nous dire combien nous avons chacun?”

® Je veux bien, mais vous ne m’avez pas donné les ques-
tions!

® On ne les a pas, on a di rendre le sujet avec les réponses.

11. Exercices non-classés :

Exercice10 &€ @ A

Echanges thermiques

En architecture, on appelle facteur de compacité d’un bati-

ment le rapport de la surface extérieure - y compris la base
en contact avec le sol - de ce batiment, mesurée en m?, a

3

son volume, mesuré en m->. Le facteur de compacité c=—,
v
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(+2 exercices pour les enseignants)

hauteur de 6,5 métres sont plantés verticalement tous les
28 métres, comme sur le schéma ci-dessous

Le pied du premier poteau se situe a 28 métres du point
R.

On admet ’hypothése que les poteaux ne peuvent se mas-
quer les uns des autres.

Combien Eloise peut-elle voir de poteaux de I’endroit ou
elle se trouve?

3. Quelle est, en réalité, la mesure de I'angle 0, sachant

qu’Eloise ne voit que 5 poteaux?
1

(0059) ’

On pourra utiliser la formule: 1+(tan9)2 =

On donnera une valeur approchée de 6 a 10™2 prés.

(+2 exercices pour les enseignants)

® Moi, je me rapelle qu’il fallait trouver le plus petit entier
premier aprés 100, dit Béa.

® I fallait aussi calculer le volume d’un cube dont le coté
était un entier, je ne me rappelle plus lequel, rajoute
Feélix.

® On demandait aussi I’age du capitaine de je ne sais quel
bateau se souvient Carol.

¢ (C’est tout ce que vous vous rappelez, demande le pére?

® QOui, mais en regardant rapidement les copies, le pro-
fesseur nous a dit que l'un d’entre nous avait tout
juste. ..et un autre tout faux!

Au bout d’'un moment, leur pére leur annonce qu’il connait
leurs notes.

Quelles sont ces notes (chaque réponse juste rapporte 4 points)
et quel est I’age du capitaine? Détailler le raisonnement ayant
conduit au résultat.

Un entier premier est un entier strictement positif admet-
tant exactement deux diviseurs: 1 et lui-méme.
Les premiers entiers premiers sont :

2 ;3 53 5 ; T...

(+3 exercices pour les enseignants)

exprimé en m~"', donne une premiére évaluation grossiére des
performances thermiques d’une construction d’habitation.

1. Calculs de compacité pour quelques volumes usuels, dess-
inés ci-dessous.

a.) Déterminer le facteur de compacité du cube de coté a.

b.) Déterminer celui d’'une demi-sphére de rayon r. On

rappelle que le volume d’une sphére de rayon r est
ChingMath
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4
—.-r3 et que sa surface a pour aire 4-7-r2.

c.) Déterminer celui d’une pyramide réguliére a base carré
de coté a, et de hauteur verticale a.

d.) En quoi, d’aprés vous, le facteur de compacité est lié
aux performances thermiques d’un batiment?

2. On se propose d’étudier le facteur de compacité d’un pavé
droit de volume 1 dont les dimensions sont x, y et z.

a.) Vérifier que pour tous nombres a, b et c:
ad+b3+c—3-a-bc= %(a—i—b—i—c) [(a—b)2—|— (b—c)2+(c—a)2]

b.) En déduire que pour tous nombres réels positifs a, b et
c:
a®+ b3+ > 3abe
c.) En déduire que pour tous nombres réels positifs A, B
et C dont le produit est égal 4 1: A+B+C>3

d.) Montrer que le facteur de compacité de ce pavé est:

1 1 1
=2 (il
T Yy z

Exercice 11 # @ A

Dans ce probléme, on ne considére que des nombres entiers
naturels non nuls.

Pour chacun de ces entiers, on numérote les chiffres de son
écriture décimale de gauche & droite. Le premier chiffre de
gauche ne peut étre 0.

Par eemple, pour le nombre 3021, le chiffre 3 regoit le numéro
1, le chiffre 0 le numéro 2, le chiffre 2 le numéro 3 et le chiffre
1 le numéro 4.

On nomme “grand pair’ tout nombre dont chaque chiffre en
position paire, s’il y en a, est au moins auassi grand que ses
chiffres directement voisins (s’il en a).

On nomme “grand impair’ tout nombre dont chaque chiffre
en position impaire est au moins aussi grand que ses chiffres
directement voisins (s%l en a).

Par exemple:
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® le nombre 3021 est un grand impair, mais pas un grand
pair;

® les nombres 3, 2, 7 et 777 sont a la fois des grands pairs
et des grands impairs;

® le nombre 2019 n’est ni un grand pair, ni un grand im-
pair.

1. Le nombre 384957 est-il un grand pair? Un grand im-
pair?

2. Déterminer les nombres qui sont a la fois des grands pairs
et des grands impairs.

3. Parmi les nombres s’écrivant avec deux chiffres, y a-t-il
davantage de grands pairs ou de grands impairs?

4. (a.) Le nombre 3021 peut-il s’écrire comme la somme de
deux grands impairs ayant le méme nombre de chiffres?

b.) Le nombre 3021 peut-il s’écrire comme la somme de
deux grand pairs ayant le méme nombre de chiffres?

5. Prouver que tout nombre entier peut s’écrire comme la
somme de deux grands impairs (rien n'est ici imposé
quant au nombre de chiffres de ces deux grands impairs).

6. Démontrer que tout nombre grand impair strictement
inférieur & 100 peut s’écrire comme la somme de deux
grands pairs (sans contrainte quant au nombre de chiffres
de ces grands pairs).

7. Déterminer le plus petit grand impair supérieur ou égal
4 2 qui ne peut pas s’écrire comme la somme de deux
grands pairs (sans contrainte quant au nombre de chiffres
de ces grands pairs).

8. Compléter le pseudocode ci-dessous (ou s’en inspirer)
pour rédiger un algorithme (a retranscrire sur sa copie),
qui, partant d’un tableau “T” représentant un nombre “N”
(par exemple 384957) de “nb” chiffres (ici 6).

nb = 6
T=[3,8,4,9,5,7]

resultat = 1
i=1
while (resultat == 1) and (i <= nb):

i=i+2

print(r)
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Cet exercice n'est pas encore corrigé.
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